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1 Aussagenlogik

1.1 Grundbegriffe

,Otto ist krank* und ,,Der Arzt verschreibt Otto eine Medizin*

Logische Struktur:

A = Otto ist krank
B := Der Arzt verschreibt Otto eine Medizin

Hier ist also die logische Struktur: A und B

1.1.1 Syntax der Aussagenlogik
Syntax = Lehre von den Zeichen
Sprache der Aussagenlogik

Aussagenvariablen:  Ag, Ay, Ao, ...
Logische Zeichen: - A,V
Technische Zeichen: (,)

Formeln

1. Jede Aussagenvariable ist eine (atomare) Formel
2. Sind F, G Formeln, so auch (F A G),(F V Q)

3. Ist F' eine Formel, so auch (—F)

Ist G eine Formel und ist G ein Teil einer Formel F', so heifit G eine Teilformel von F.

Beispiel

—|((—|(A0 vV A1> A Ag) vV A3)
Teilformeln dieses Beispiels sind:

Ao, A1, Az, Az, (Ao V A1), =(Ao V A1), (=(Ao V A1) A A2), (—(Ao V A1) A A2) V A3)

Definition 1.1.1
e A B,C,... heilen Aussagenvariablen



Aussagenlogik Grundbegriffe

(Fl — FQ) steht fiir (—\Fl V FQ)

(Fl — FQ) steht fiir ((Fl A Fg) vV (—\Fl A —\Fg))

A F steht fir (... (F\ AF) AF3) A~ A F)
=1

n
F; steht fiir ( .. ((Fl V FQ) V Fg) VeV Fn)
=1

1=

1.1.2 Semantik der Aussagenlogik

Semantik = Lehre von der Bedeutung der Zeichen
Elemente der Menge {0, 1} heiflen Wahrheitswert. 0 steht fiir falsch und 1 fiir wahr.

Es sei D eine Menge von Aussagenvariablen. Eine Abbildung © : D — {0,1} heifit eine
Belegung. Es sei £ O D die Menge aller Formeln, die aus D konstruiert werden kénnen.
©: E — {0,1} sei definiert durch:

1. Ist A e D, soist O(A) = O(A)

2. Sind F,G € E, so ist

S(F AG) = {1, O(F)=1=06(G)
, sonst

S(FV G) = {1, O(F) =1 oder O(G) =1
, sonst

3. Ist F € F, so ist

Beispiel

Seien ©(A) =1 =0(B), ©(C) =0 und

Folglich ist ©(-(AV B) AC) =0



Aussagenlogik Grundbegriffe

Wahrheitstafelverfahren

O(F) | 6(G) | 6(F AG) O(F) | 6(G) | 6(FVG)
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
O(F) | 6(=F)
0 1
1 0
O(F)| 6(G) | 6(F < G) O(F) | 6(G) | 6(F = G)
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Bezeichnungen:

(-F) Negation von F
(F' A G) Konjunktion
(F V G) Disjunktion
F — G Implikation
F — G Aquivalenz

1.1.3 Induktionsbeweis iiber den Aufbau der Formeln

Es sei P eine Eigenschaft die auf eine Formel zutriff oder nicht zutrifft. Um zu zeigen, dass
eine Eigenschaft P auf alle Formeln zutrifft, gehen wir wie folgt vor:

Induktionsanfang:

Jede atomare Formel hat die Eigenschaft P.

Induktionsschluss:

Haben F, G die Eigenschaft P, so haben auch (=F), (F' A G), (F V G) die Eigenschaft P.

Definition 1.1.2
Es sei D eine Menge von atomaren Formeln und © : D — {0, 1} eine Belegung. Eine Formel

F' passt zur Belegung O, falls jede Aussagenvariable, die in F' vorkommt ein Element von
D ist. Passt © zu F und gilt ©(F) = 1, so ist © ein Modell von F, geschrieben © |= F. Ist



Aussagenlogik Aquivalenz und Normalform

© = 0, so schreibe: ©| # F. Ist F eine Menge von Formeln, die zu © passen und gilt fiir alle
FeF:0E=F,soist © ein Modell von F.

Ein Formel F' bzw. eine Menge F von Formeln heifit unerfiillbar, falls sie kein Modell besitzen.
Die Formel F' heifit giiltig bzw. Tautologie, falls jede Belegung ©, die zu F' passt, ein Modell
von F' ist. Man schreibt = F

Satz 1.1.1
Ein Formel F' ist genau dann eine Tautologie, wenn —F' unerfiillbar ist.

Beweis

»,=" Kontraposition

Es sei —F erfiillbar. Dann existiert ein Modell ©® von —F', d.h.
O(—F)=1.
Folglich ist ©(F) = 0 und somit ist F' keine Tautologie.

<= Kontraposition

Angenommen F ist keine Tautologie. Dann existiert Belegung © mit ©(F') = 0. Somit
ist ©(—F) = 1 und somit erfiillt © die Formel nicht.

Es sei F' eine Formel mit genau n Aussagenvariablen. Um zu untersuchen, ob F' eine Tautologie
ist, miissen 2" Belegungen O getestet werden. Kein effektives Verfahren!

F:=(-A < (A— B)) Tautologie?

)

l—‘Ol—‘Hl

B
0
1
0
1

Also keine Tautologie!

1.2 Aquivalenz und Normalform

Definition 1.2.1
Zwei Formeln F' und G heiflen semantisch dquivalent, falls fiir jede Belegung © von F' und
G die zu F und G passt, gilt:

O(F) = 06(G)

Sind F, G semantisch dquivalenzt, so schreibe

F=G



Aussagenlogik Aquivalenz und Normalform

Bemerkung
F =G gdw. F < G Tautologie

Satz 1.2.1 (Ersetzbarkeitstheorem)
Ist H eine Formel, F eine Teilformel von H, G eine zu F semantisch édquivalente Formel und
geht H' aus H dadurch hervor, dass man ein Vorkommen von F in H durch G ersetzt, so ist

H =H

Beweis

Induktion iiber den Aufbau von H.

Ist F' die Formel H, so ist H = G und nach Vorraussetzung ist G = F und F = H. Also
H' = H. Nun sei F ein echte Teilformel von H.

. Fall H=-H;

Es ist F' ein Teilformel von H;. Nach Induktionsvorraussetzung H| = Hy. Somit =H| =
-Hy,dh. H =H

. Fall H = (H, A Hy)

O.B.d.A sei F eine Teilformel von H;. Nach Induktionsvorraussetzung Hi = Hj. Also
H{NHy=HyNHy,dh. H = H.

. Fall H = (Hy V H>)
Entsprechend.

Klammerersparnisregeln

1. Auflenklammern weglassen
2. — bindet starker als A, V, —, <
3. A,V binden stérker als —, <

4. Statt (F'AG) A H schreibe FANGANH
Statt F' A (G A H) schreibe FAGAH
Entsprechend fiir v

Beispiel
-F'V G — H steht fur (-F)VG) — H

Satz 1.2.2
Ist 1 ein Tautologie, steht O fiir eine unerfiillbare Formel, so gilt fiir F, G, H:



Aussagenlogik

Aquivalenz und Normalform

(la) FANF=F
(1lb) FVF=F
(2a) FNG=GAF

(2b) FVG=GVF

(32) FA(GANH)=(FAG)AH

(3b) FV(GVH)=(FVG)VH

(
(
(d4a) FA(FVG)=F
(4b) FV(FAG)=F
(

(5a) FA(GVH) =
(5b) FV(GAH)=
(6) ~—F=F

(7a) ~(FAG)=—~F V-G

(7b) ~(FV G) = ~F A -G

(8a) ING =G
(8b) 1IVG =1
(9a) ONG =0
(9b) ONG =G

(10a) FA—-F =0

(10b) FV—F =1

Bemerkung

(FAG)V (FAH)

(FVG)A(FV H)

Idempotenzgesetz
Idempotenzgesetz
Kommutativitét
Kommutativitét
Assoziativitdt
Assoziativitét
Absorbtion

Absorbtion
Distributivitét
Distributivitét
Doppelnegation

de Morganschen Regeln
de Morganschen Regeln
Tautologieregeln
Tautologieregeln
Unerfiillbarkeitsregeln

Unerfiillbarkeitsregeln

Die Regeln sind nicht unabhéngig. Die Regeln 1a, 1b, 2a, 2b, 3a, 3b, 5a, 5b, 8a, 9b, 10a, 10b impli-

zieren die iibrigen Regeln.

ING =

(GV-G)VG
(-GVG)VG
-GV (GVG)
-GV G

=GV#G
=1

10b, ET
2%, ET
3b
1b, ET
2b
100



Aussagenlogik Aquivalenz und Normalform

Beispiel:

F:=(~AANBAC)V(AA-BAC)V(AABA-C)
V(AA-BA-C)V(=AABA-C)
V(=AAN-BAC)V (mAAN-BA-C)

(ﬂA/\B/\C)\/(—'A/\B/\—\C)
—(=AAB)V (CV~C)
=—-AAB

(AAN=BAC)V(AA-BA-C)
=(AAN-B)A(CV-0O)
=AAN-B

(~FAA-BAC)V (=AA-BA-C)
=(-AAN-B)A(CV-0)
=-AN-B

Also

F=(-AANB)V(AN-B)V(AANBA-C)V (-AA-B)
=(wAAN(BV-B))V(AA(=BV(BA-()))

AV (AN((=BV B)A(-BV-(C)))

AV (AN (=BV-C))

(mAVA)AN(mAV BV -C)

=-(AANBACQC)

Definition 1.2.2
1. Ein Literal ist eine atomare Formel oder die Angaben einer atomaren Formel.

Ein Literal heifit positiv, falls es eine atomare Formel ist anderenfalls heifit sie negativ.

2. FEine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF), falls F' eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen ist, d.h.

n m;
F= /\ \/ Lix KNF
i=1k=1

wobei L; j, Literale sind.



Aussagenlogik Aquivalenz und Normalform

3. Eine Formel F ist in disjunktiver Normalform, falls

n m;

F= \/ /\ Lix DNF

i=1k=1
wobei L; j, Literale sind.

Satz 1.2.3 (Normalformtheorem)
Zu jeder Formel existiert eine semantisch dquivalente Formel in konjunktiver Normalform und
eine dquivalente Formel in disjunktiver Normalform.

Beweis

Simultan iiber Aufbau der Formel.

Induktionsanfang F ist eine atomare Formel. Dann ist F' ein Literal und somit in KNF und
DNF.

Induktionsschluss

1. Fall FF =-G

Nach Induktionsvorraussetzung

G:/n\ Li, KNF

n m;
G=\/ /\Lix DNF
i=1k=1
Also 0
—|G = /\ \/ _'L;(,k
i=1k=1
n m;
6=\ A\t
i=1k=1

. {Ai,k yLig = —-Aik
ik =

2.Fall F=GVH

Nach Induktionsvorraussetzung

@
Il

A
Il
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G, H; Disjunktionen

GV H= /n\Gi\/}n\Hl
=1 k=1

Il
=
Q

<
=
=

-
I
—
i
_

i=1k=1

Nach Induktionsvorraussetzung

Dann ist:

m
GV H= \/Gi\/ Hy
=1 k=1

Il
<=
Q

<
<3
=

-
I
_
>~
Il
—

(G;V Hy) DNF

ll
-
<z

-
Il
—
>
Il
—

3. Fall F=GAH
Entsprechend.

1.2.1 Algorithmus zur Erstellung einer KNF

Gegeben sei Formel F

Schritt 1: Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

——=G durch G
—\(G A H( durch -GV -H
—(G Vv H( durch -G A —=H



Aussagenlogik Hornformeln

Schritt 2: Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart
FVv(GAH) durch (FVG)A(FVH)

(FANG)V H) durch (FVH)AN(GV H)

1.2.2 Algorithmus zur Erstellung einer DNF

Formel F' habe folgende Wahrheitstafel

~—

— R~ oo o ol
— —lolo =~ ool
— olrlo o~ oQ

©)
)—lOH»—lOHOO’,:q\

(FAABA-C)V(AN-BA-C)V(AAN-BAC)V(AABAC)

1.3 Hornformeln

Definition 1.3.1
Eine Formel F' in KNF heifit Hornformel, falls jedes Konjunktionsglied hdchstens ein positives
Literal hat.

Beispiel:

F=(AVv-B)AN(-CV—-AVD)AN(=AV-B)ANDA-FE

Umformen in Implikationen:

AVv-B=-BVA=B— A
~CV-AVD=-(ANC)VD=ANC — D
“AV-B=-(AANB)=-(AANB)VO=AAB —0
D=Dv0=DV-l=1—D
“E=-EV0=E—0
F=(B—-ANAANC—-D)N(ANB—0)AN(1—D)A(E —0)

Um F' zu erfiillen, muss (D) = 1 und ©(E) = 0 gesetzt werden. Ferner setze O(A) = O(B) =
0(C) = 0.

10



Aussagenlogik Hornformeln

Algorithmus (Erfillbarkeitstest fiir Hornformeln)
Eingabe: Hornformel F'

1. Ist F eine atomare Formel und kommt die Teilformel (1 — A) in F' vor, so markiere alle
Vorkommen von A in F.

2. while Es gibt in F' eine Teilformel G der Form (A1 A---A A, — B) oder (A1 A---NA;, —
0),n > 1, wobei Ay, ..., A, bereits markiert sind und B nicht markiert ist, do
if G hat die erste Form then
markiere jedes Vorkommen von B in F
else gib ,,unerfiillbar® aus und stopp.
3. Gib ,unerfiillbar® aus und stopp.
Wir setzen:
O(A4;) =1, falls A; markiert
O(A4;) =0, falls A; unmarkiert
Satz 1.3.1

Der Markierungsalgorithmus fiir Hornformeln ist korrekt und stoppt nach héchstens k Mar-
kierungsschritten, wobei k die Anzahl der atomaren Teilformeln von F ist.

Beweis:

Der Algorithmus stoppt nach hochstens k Schritten. Wir unterscheiden drei Fille:

1. (1—A)

Es wird A markiert und ©(A) = 1 gesetzt. Das Konjunktionsglied (1 — A) bekommt
den Wahrheitswert 1.

2. (A1N---NA, — B)

a) Ai,..., A, markiert.
Dann wird B markiert und A; A --- A A, — B bekommt Wahrheitswert 1.

b) Ein A; unmarkiert
Dann wird ©(4;) = 0 gesetzt. Folglich ist ©(A; A--- AN A, — B) = 1.

3. AiN---NA, — 0

a) Alle Ay,..., A, sind markiert.

Dann ist zunéchst die Markierung zwangsldufig, d.h. wir miissen notwendigerweise
Aq, ..., A, mit 1 belegen. Folglich

AiN---NA,— 0O

unerfiillbar, somit F' unerfiillbar.

11



Aussagenlogik Kompaktheitssatz

b) Ein A; ist unmarkiert
Dann ©(A4;) = 0 und somit A; A--- A A, — wahr.

Spezialfille:

1. F enthilt keine Teilformel der Art (A; A--- A A, — 0)

Dann belege alle atomaren Formeln mit 1: F' ist erfiillbar.

2. (1 — A) ist keine Teilformel von F'

Dann belege alle atomaren Formeln mit 0: F' ist erfiillbar.

1.4 Kompaktheitssatz

Satz 1.4.1 (Kompaktheitssatz)
Ist M eine Menge von Formeln und besitzt jede endliche Teilmenge von M ein Modell, so
besitzt M ein Modell.

Beweis:

»<=" Besitzt M ein Modell so auch jede endliche Teilmenge von M.

,=" Firn > 0 sei

M, :={F € M : Ist A€ F atomar, so existiert i <n mit A = A;}
offenbar ist

MyC My CM;C---C M, C...

Behauptung:

Es gibt genau 22""" viele Wahrheitstafeln fiir Formel F , die alle atomaren Teilformeln aus

{Ao, ..., An} haben.

Ay Ay As | F

0 0 010

0 0 11

0 1 011

0 1 1|0 2" Moglichkeiten fiir die Belegungen
1 0 010

10 11

11 010

11 1|0 )

Es kann M, unendlich sein. Andererseits gibt es hochstens 92"t paarweise nicht dquivalente
Formeln aus M,,. Dies seine die Formeln Fy, Fy, ..., F, € M,. Nach Vorraussetzung existiert
zu Fy, F1, ..., Fy ein Modell ©,,, das nach Konstruktion auch ein Modell von M, ist.

12



Aussagenlogik Resolutionskalkiil

1.4.1 Die Konstruktion

Start:
©=¢
1=1{0,1,2,3,...}
Stufe n:
if es gibt unendlich viele Indizes j € I mit ©;(A4,) = 1 then
begin
©:=0U{(4,,1)}
I-=1—-{iel:0;4,) #1}
else
©=0U{(4,,0)}
I=1-{iel:0;A4,) #0}

1. © wohldefiniert
2. © Modell von M

Essei '€ M. Wéhlen € Nmit F' € M, C Mp11 C My42 C....Essind ©,,0,41,0n+2,...

Modelle von M. Sind die atomaren Formeln von F' unter Ag,..., A, zu finden, so exis-
tieren aufgrund des Streichungsprozesses unendlich viele ¢ > n mit

0i(Ag) = O(Ag), ..., 0;(An) = O(Ay).

Diese ©; sind Modelle von M; 2 M, und somit ist © ein Modell von M, und so von F.

1.5 Resolutionskalkiil
Definition 1.5.1
F folgt aus G1,...,G,, falls G A\ --- N G, — F eine Tautologie ist.

F folgt aus G1,...,G,
gdw. G1 A ...G, — F Tautologie
gdw. G1 A --- AN Gy, A —F unerfiillbar

Definition 1.5.2
Ist F in KNF und F = (L11V+ -V L1 )A- - - A(Lg1 V- - -\/Lknk), so heifit {Li1,...,Lin, },i <u<k
eine Klausel. Statt F schreibe auch

{{Llla" . 7L1n1}a" '7{Lk‘13"' 7Lknk}}

Definition 1.5.3
Ist L ein Literal, so ist

_ (-4, L=4
T
A, L=-A

13



Aussagenlogik Resolutionskalkiil

Definition 1.5.4
Es seien K1, Ko, R Klauseln. R hei8t Resolvent von K1 und Ko, falls ein Literal L existiert

mit L € K1, L € Ky und R = (K1\{L}) U (K2\{L})
K K>

R

Definition 1.5.5 B
Ist ¢ ein Resolvent von K; = {L}, Ko = {L}, so schreiben wir O statt ¢. Kommt [J in einer
Klauselmenge vor, so gilt sie als unerfiillbar.

Ist F=AAN-AN... soist O ein Resolvent. Offenbar ist F' unerfiillbar.

Beispiel:
{Aa _'Ba C}v {Av B> C}a {_'A> C}a {_'C}
{A,C}
{C}
{0}
Resolution

Lemma 1.5.1 (Resolutionslemma)
Es sei F' eine Formel in KNF, dargestellt als Klauselmenge. Ferner sei R ein Resolvent der
Klauseln K1, Ko von F. Dann gilt:
F=FU{R}
Beweis
”¢(L

Es sei © eine Belegung mit O(F U {R}) = 1. Dann ist O(F) = 1, denn F U {R} stellt eine
Konjunktion dar.

14
»=

Nun sei ©(F) = 1. Ferner sei K1, Ko Klauseln von F und L ein Literal mit L € Ki,L € Ky
und R = (Kl\{L}) U (KQ\{L})

Dann O(L) = 1 oder ©(L) = 1.

0.B.d.A. sei ©(L) = 1. Dann ist O(L) = 0. Wegen O(F) = 1 ist ©(K3) = 1 und somit existiert
ein Literal L* € Ky mit ©(L*) = 1. Offenbar ist L # L*. Es ist

R = (Ki\{L}) U (Ko \{L})
und L* € R. Also O(R) = 1.

14
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Definition 1.5.6
Es sei I' eine Klauselmenge.

1. Res(F):= FU{R: R ist Resolvent von F'}
2. Res’(F)=F
Res" T (F) = Res(Res™(F))
Ferner sei Res*(F') = J{Res"(F):n > 0}
Offenbar Res’(F) C Res'(F) C Res?(F) C ...

Lemma 1.5.2
Es sei F' eine Klauselmenge in der genau die atomaren Formeln A4, ..., A, vorkommen. Dann
ist
|Res™(F)| < 4™
Beweis

In den Formeln G € Res*(F') kommen hochstens Aq,..., A,,2A;, ..., 7 A, vor.
[Beachte: Formel = Klauselmenge]
Jeder Resolvent ist eine Teilmenge von
{Aq,..., Ay, 0 A, ... AL
Es ist
|P0t({A1, ce ,An, —\Al, ey —\An}| = 22n

= (2%)"

—4n
Satz 1.5.1 (Resolutionssatz)

Eine Klauselmenge F' ist genau dann unerfiillbar, wenn [ € Res*(F) ist.

Beweis

1. Korrektheit (,,<*)
Es sei O € Res*(F'). Dann existiert ein n € N mit
O € Res"(F

).
Ferner I C Res(F) C Res*(F) C --- C Res"(F). Wihle K1 = {L},Ky = {L} €
Res™(F) mit m <n und O = (K1 \{L}) U (K2\{L}).
Nach Resolutions-Lemma ist
F = Res(F)
= Res*(F)

= Res"(F)
Wegen {L},{L} € Res"(F) ist Res"(F) unerfiillbar. Somit ist F' unerfiillbar.

15



Aussagenlogik Resolutionskalkiil

2. Vollstindigkeit (,=)

Es ist moglich, dass F' unendlich ist. Nach Vorraussetzung sei F' unerfiillbar. Nach Kom-
paktheitssatz existiert eine endliche Teilmenge F’ von F, die unerfiillbar ist. Daher sei
F O.B.d.A endlich und unerfiillbar.

Esseien Ay, ..., A, atomare Formeln und die atomaren Formeln von F' mogen in Ay,..., A,
vorkommen; ferner A, € F.

Wir miissen zeigen, [J € Res*(F'). Dies beweise wir durch Induktion iiber n.
Induktionsanfang: n =0

Dann ist F' = {{J} und somit ist 0 € F = Res"(F) C Res*(F).
Induktionsschritt

Induktionsvorraussetzung Fir jede unerfiilllbare Formel G mit atomaren Formeln aus

A1, ..., A, gilt: O € Res™(G).
Nun sei eine Formel mit A1, ..., A,11 € F und ferner sei F' unerfiillbar.

Die Formelmenge Fy gehe F' hervor, indem man jedes Vorkommmen von A, in einer
Klausel von F' streicht und jede Klausel von F' génzlich streicht, falls in ihr —A, 11
vorkommt.

F={ . { A} f=Azri]...}

Nun sei © eine Belegung von F' mit ©(A,,11) = 0. Somit ist
©(Fo) = O(F)
Angenommen Fj ist erfiillbar durch eine Belegung ©’. Konstruiere Belegung © durch

o) _ (OB Bl )
n 0 ,B:An—f—l

Es ist nach Annahme ©'(Fy) = 1. Nach obiger Bemerkung ist ©(Fp) = O(F'). Wegen
O | Fy =0 | F, gilt:
O(F) =1

im Widerspruch zur Unerfiillbarkeit von F. Somit Fy unerfiillbar.

Die Formelmenge F; gehe aus F' hervor, indem man jedes Vorkommen der Art —A, 11
in Klauseln von F' streicht und eine Klausel von F' génzlich streicht, wenn in ihr A,41
vorkommt.

Nun sei © Belegung mit O(A,4+1) = 1. Dann ist O(F) = O(F})
Wie oben zeigt man Fj ist unerfiillbar.

Nach Induktionsvorraussetzung gilt:

Oe RGS*(F()), Oe RBS*(F1)

Also existieren Klauseln K, ..., K,, € Res*(Fp) mit

16



Aussagenlogik Resolutionskalkiil

a) 0= K,
b) K; € Fy oder K; ist Resolvent zweier Klauseln K, K; mit j,1 < i.

[Man kann K, ..., K,, als Beweis der Unerfiillbarkeit von Fy bezeichnen]

Wegen [0 € Res*(F}) existiert eine Folge K1,..., K] € Res*(F;) mit Eigenschaften (i),
(ii) entsprechend.

Wir fithren die gestrichene atomare Formel A, in jedem Resolutionsschritt wieder ein.
Dadurch erhélt man eine Folge von Klauseln mit

{Ap4+1} € Res™(F) oder O € Res*(F)
Entsprechendes fiir die Formelmenge Fj. Also
{=A,+1} € Res™(F) oder O € Res*(F)

Daraus folgt O € Res*(F) oder {A,4+1} € Res*(F),{—A,+1} € Res*(F). Dann O €
Res*(F).

17



2 Pradikatenlogik

2.1 Syntax und Semantik

Sprache L

Variablen: z1,, 2,3, ...
e Pridikatssymbole: Pl-k

Funktionssymbole: fF

Logische Symbole: =, A, Vv, 3,V

Technische Zeichen: (,)

Bemerkung:
Pl-k i Unterscheidungsindex, k Stellenzahl
f¥ i Unterscheidungsindex, k Stellenzahl

1
Beispiel:
1. 2 < 4 wird ersetzt durch < (2,4), dies wird ersetzt durch P?(2,4)
2. 2+ 4 wird ersetzt durch +(2,4), dies wird ersetzt durch fZ(2,4)

Definition 2.1.1
O-stellige Funktionssymbole heilen Konstanten.

Definition 2.1.2 (Term)
1. Jede Variable ist ein Term

2. Ist fF ein Funktionssymbol und sind t1, ... ,t; Terme, so ist fF(t ..., tx) ein Term

Definition 2.1.3 (Formeln)
1. Ist PF ein Pradikatsymbol und sind ty, . . ., tj, Terme, so ist (PF(t1,...,t;)) eine (atomare)
Formel.

2. Sind F,G Formeln, so auch (-F),(F AG),(F V Q).
3. Ist F eine Formel, so auch (3x; F),(Vx; F).

Definition 2.1.4
1. Ist G eine Formel, die ein Teil einer Formel F ist, so ist G eine Teilformel von F.

18



Prédikatenlogik Syntax und Semantik

2. Das Vorkommen der Variablen x in F heifit gebunden, falls x in einer Teilformel
dzG,VxG von F vorkommt. Kommt x in dxG und in G vor, so ist x im Wirkungs-
bereich des Existenzquantors 3. Entsprechendes fiir alle VxG.

3. x kommt frei in F' vor, wenn x dort nicht im Wirkungsbereich eines Quantors steht.

4. FEine Aussage ist eine Formel in der keine Variable frei vorkommt.
Beispiel:
Angeordneter Korper
Sprache
Pradikatsymbole: =, <
Funktionssymbole: 0,1 (0-stellig), +, - (2-stellig)

L VavyVz((x +y) +z=2+ (y + 2))
Va((z +0) = )
Vzdy(z +y =0)
VaVy(z +y =y + )

2. VaVyVz((z-y) -z =z - (y- 2))
Ve(z-1=x)
Ve(—(z=0)= Jy(z-y=1))
VaVy(z -y =y - x)

3. VaVyVz(z - (y+2) =z -+ - 2

4. =Jz(r < x)
VaVyVz((z < y) AN (y < 2) = x < 2)
VaVy(~(z=y) —z <y Vy<x)

5. VaVyVz(z <y — x4+ 2 <y+2)
VaVyVz(x < yAN0< z—x-2<y-2)

Bemerkung:
Jede Variable ist gebunden.

Vereinbarung

e Variablen: u,v,w,z,y, z
e Konstanten: a,b,c,d
e Funktionssymbole: f,g,h

e Pridikatssymbole: P,Q, R
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Prédikatenlogik Syntax und Semantik

Beispiel:
Vady3z(f(z,y) = 2) AVy(y < z)

Definition 2.1.5 (Semantik)
Es sei Uy eine nichtleere Menge und I4 eine Abbildung.

A= (Uga,1,)

heiBt eine zur Sprache L passende Struktur, falls folgendes gilt:

1. I4 ordnet jedem k-stelligen Prédikatensymbol P eine k-stellige Relation iiber U, zu, d.h.

INP)CUL [=Uax-xUy
~—_———

k-Faktoren

2. I, ordnet jedem k-stelligen Funktionssymbol f eine k-stellige Funktion zu, d.h.

IA(f):UIIZHUA

3. I4 ordnet jeder Variablen ein Element aus Ua zu, d.h.

IA(:L‘i) e Uy
Schreibweise:

e I4(P) wird ersetzt durch P4
o I4(f) wird ersetzt durch fA

o I4(x) wird ersetzt durch z4

Beispiel:
Sprache
Pradikatensymbol: P (2-stellig)
Funktionssymbole: ¢, f (2-stellig)
F = Vavy (P(z,y) — Pz, f(¢,y))) A P(c,x)
Ua = N\{0}
Io(P) = {(m,n)m,n € Uy & m teilt n}
Ix(c)=2
Ta(z) =7 = Ia(y)
Io(f) ={((m,n), k) :m,nk € Us & m-n =k}
Da 2 nicht 7 teilt ist F' nicht giiltig in A.
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Prédikatenlogik Syntax und Semantik

Definition 2.1.6 (Wert eines Terms)
Es sei L eine Sprache und A eine zu L passende Struktur A. Ist t ein Term, so definieren wir
induktiv den Wert A(t) € Ugy.

1. Ist x eine Variable, so sei A(z) = z*

2. Sind tq,...,t; Terme und ist f ein k-stelliges Funktionssymbol, so sei
A(f(t1s - th) = FAA), -, Altr))
Bemerkung
A(c) = ¢4, falls ¢ Konstante

Definition 2.1.7
Es sei A eine zu L passende Struktur. Induktiv definieren wir

A:{F : F Formel in L} — {0,1}
A(F) heifit Wahrheitswert von F'.
1. Ist F = P(ty,...,tx), so gilt:

A(P(tl, e ,tk)) =1 gdw. (.A(tl), R ,A(tk)) € P'A
Ist P das Gleichheitszeichen, so soll gelten:

.A(tl == tz) =1 gdw. A(tl) = .A(tg)

2. F = -G, so gilt:
A(=G) =1 gdw. A(G) =0

3. A(FAG)=1gdw A(F)=1=A(G)
4. A(FVG)=1gdw A(F) =1 oder A(G) =1
5. Ist F = 3dzG, so
A(32G) =1 gdw ein d € Uga existiert mit Ay q(G) =1
6. Ist F = VG, so

A(VzF) =1 gdw fiir alle d € Ux gilt: Ajy/q(G) =1

Ist A" := A}, /q), so geht die Struktur A" aus A dadurch hervor, dass x mit d interpretiert wird
und alle anderen Interpretationen von A erhalten bleiben.

Definition 2.1.8
Es sei I' eine Formel aus L und A eine zu L passende Struktur
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Prédikatenlogik Normalformen

1. F gilt in A, geschrieben
A= F,

falls A(F) = 1. Man sagt auch: A ist ein Modell von F'.

2. F ist (allgemein-)giiltig, falls F' in jeder Struktur von L gilt.

3. F heifit erfiillbar, falls F' ein Modell besitzt.
Beispiel:

1. VaVy(x + y = y + x) erfiillbar aber nicht allgemeingiiltig.
2. Vz(x = x) allgemeingiiltig

Definition 2.1.9
1. F folgt aus Fi,...,Fy, wenn fiir jede Struktur A mit A(Fy) = --- = A(Fy) = 1 gilt
A(F) =1

2. Fy, F, sind (semantisch) dquivalent, falls A(F1) = A(F») fiir alle zu L passende Struk-
turen A.

Lemma 2.1.1
F ist allgemeingiiltig gdw —F unerfiillbar ist.

2.2 Normalformen

Beispiel

Sind F, G, H Formeln der Pradikatenlogik, so gill
FAGVH)=(FANG)V(FAH)

zum Beweis sei A eine zu L passende Struktur, Ag := F, A1 := G, Ao := H und die Belegung

© sei definiert durch ©(A4y) := A(F),0(4) := A(G),0(As2) := A(H). Dann gilt

A(FAN(GV H)) =

gdw. A(F)=1=A(GV H)

gdw. )=1und (A(G) =1 oder A(H) =1)

Ap) =1 und (@(Al) =1 oder ©(A2) =1)

Ao N (A1,VA)) =

gdw. O((Ag AN A1) V (Ao A Ag)) =

A(F
gdw. O(
o(
o(

gdw. O(Ap A A1) =1 oder O(Ag A Ag) =
o(
Al
Al

gdw.

gdw. O(Ap) =1 =0(A41) oder ©(4p) = 1= @(AQ)
F) =1= A(G) oder A(F) =1=A(H)

(F" A )(FAH»

gdw.
gdw.
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Prédikatenlogik Normalformen

Lemma 2.2.1
Sind F, G, H Formeln der Pridikatenlogik, so gelten die (semantischen) Aquivalenzen aus Satz
1.2.2.

Ferner gilt: Geht F' aus F hervor indem man gewisse Vorkommnisse von Gfi,...,G, durch

Y., Gh ersetzt und sind Gy = GY,...,Gy, =G), so ist F' = F.

Satz 2.2.1
Es seien F, G Formeln.

1. =VaF = Ja—F
# doF =Va-F

2. Kommt z nicht frei vor in G, so gilt
VeF NG =Vz(F AG)
VeF VG =Vz(fVGQG)
JF NG =32(F AG)
J2F VG =3x(fVG)

3. Ve F ANVzG =Vx(F N G)
JzF VvV 3IzG =3(FVG)

4. VaVyF = VyVaF
dxdyF = JydaF

Beweis zu 2.

ABzFV Q) =1

gdw. A(3zF) =1 oder A(G) =1

gdw. es existiert d € Ua mit Ay, /q(F) =1 oder A(G) =1
gdw. es existiert d € Ug mit (Ap,/q(F) =1 oder A, /q(G) =1)
gdw. AFz(FVG)) =1

Beispiel

F=32(z+4+z=x)

Ua:=N,I4(+) =+, (Ua, I4) Struktur, I : {x;:i > 1} — [0,1]
(Ua,Ip) EJ2(z+2=12x)

gdw. es existiert ein d € Uy mit d +d = I4(z)

gdw. I4(x) ist gerade

1. Ersetze in F' x durch y. Dann (Ug,I4) E 32(2 4+ 2 = )
gdw. I4(y) gerade
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Prédikatenlogik Normalformen

2. Ersetze in F' x durch z. Dann (Ua,I4) | 32(2 4+ 2 = 2)
gdw. es existiert d € Uy mit d +d =d
Also gilt die Formel 3z(z + z = 2) in (U4, I4) immmer!

Dieses Beispiel zeigt, dass sich der Wahrheitsgehalt einer Formel &ndert, wenn man in F das
freie Vorkommen einer Variablen durch einen Term ersetzt, der eine Variable erhéilt, die nach
Ersetzung in den Wirkungsbereich eines Quantors kommt.

Definition 2.2.1
Es sei F' eine Formel, x eine Variable und t ein Term.

1. t ist frei fiir x in F, falls keine Variable von t nach Ersetzung eines jeden freien
Vorkommens von x in F' in den Wirkungsbereich eines Quantors kommt.

2. Ist t frei fiir x in F', so berechne
Fla/t]
diejenige Formel, die aus F' durch Ersetzen aller freien Vorkommen von x durch t entsteht.

Definition 2.2.2
Sind t,t" Terme und ist x eine Variable, so bezeichne

t'[z/1]

denjenigen Term, der entsteht, wenn man jedes Vorkommen von x in t' durch t ersetzt.

Satz 2.2.2 (Uberfithrungslemma)
Sind t,t" Terme und ist A eine zu L passende Struktur, so gilt:

A(t'[z/t]) = Ay aey ()
Beweis

Durch Induktion iiber Aufbau der Terme.

Satz 2.2.3 (Uberfithrungssatz)
Ist F' eine Formel, x eine Variable, t ein Term und ist t frei fiir x in F', so ist

A(F[z/t]) = Ajzjaw) (F)

Beweis
Induktion tiber den Aufbau von F'
1. F=P(ty,... ty)
Es ist
A(P(t1,...,tn)[x/t]) = A(O(t1]z/t], ... tu[z/t]))
= OMA(t1[z /1)), ..., Alta]z /1))
Uberfithrungslemma = PA(A[w/A(tH (t1), s Azyawy (tn))
= PO (A @) (t); - - Apyag) (tn))
= -A[x/A(t)](P(tla - ,tn))
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2. F=GANH
Flz/t] = (GANH)[x/t] = Gz /t] N H[z/1]
A(F[z/t]) =1

gdw. A(Glz/t] N H[z/t]) =1

gdw. A(G[z/t]) = 1= A(H|[z/t])
gdw. (IV.) A ae)(G) =1 = Apjawy (H)
gdw. A 40)(GANH) =1

3. F =GV H entsprechend

4. F = -G entsprechend

5. F=VYyG,x #y
AWVYGlop) =1
gdw. fiir alle d € Uy gilt Ay, 4(G)[z/t] = 1 fiir alle d € Ux gilt Ay ja)(G)yay) = 1
gdw. fiir alle d € Uy gilt A[x/A(t)](G)[y/d} =1
gdw. Apam)(VyG) =1
6. JyG entsprechend

Satz 2.2.4 (Satz von der gebundenen Umbenennung)
Ist Q@ € {V,3}, F = Q x G eine Formel und y eine Variable, die in G nicht vorkommt, so gilt

F = Flx/y|, d.h.
F = QyGlz/y]

Beweis
Es sei @ = V. Dann gilt: AV x G) = 1 gdw. fiir alle f € Ux gilt A,/4(G) =1. Dayin G
nicht vorkommt, gilt:
Ape/aly/a(G) =1
Apya)(Glz/y]) =1

Folglich gilt:

AV xG)=1

gdw. fiir alle d € Ua Ay, q(Glz/y]) =1
gdw. A(VyG[z/y]) =1

Analog fiir 3.

Definition 2.2.3
F' heifit bereinigt, falls

1. keine Variable kommt in F' frei und gebunden vor
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2. hinter allen Quantoren stehen verschiedene Variablen

Definition 2.2.4
F' heifit in pridnexer Normalform, falls F' die Gestalt

Quy1 .- QnynG

mit Q; € {V,3} fiir allei € {1,...,n} hat und n > 0 ist; ferner kommt in G kein Qunator vor.
G heifit Kern oder Matrix von F.

Satz 2.2.5
Zu jeder Formel F existiert eine bereinigte Formel G in pranexer Normalform, die zu F &dqui-
valent ist.

Beweis
Induktion iiber Aufbau.
Induktionsanfang Atomare Formel

Induktionsschluss

1. F=-F
Nach Induktionsvorraussetzung: Fi = Q11 - . . QnynF]

Dann:

-F = nengyl cee QnynFll
QY1 - .. Quyn—F]

2. F=FioF,o0e{AV}
Induktionsvorraussetzung:
Py = Q11 - Quyn Y
Fy=Q\z1...QzF,
Durch gegebene Umbenennung erreicht man
{vi,- syt {z,.. ab =0
FioFy=Qyi...QnynQi21...Qz(F] o F3)
3. F=Q xG
Nach Induktionsvoraussetzung: G = Q1y1 . . . QnynH
Nach Umbennung: X & {y1,...,Yn}
Also F=Q X Quy1 ... QnynH.
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Beispiel:

Iyvz(P(z, f(y)
2.2.5 <y (P(x, f(y)
2.2.2 &Iy (P(x, f(y)
2.2.2 &3y(Va(P(z, f
2.2.2 &Iyve((P(x, f
2.2.2 &IyVaVu((

Definition 2.2.5
Ist F eine bereinigte Formel in pridnexer Normalform, so ist F' ein BPF.

Definition 2.2.6
Zu der Formel F' in BPF definieren wir ihre Skolenform, die durch Anwendung des folgenden
Algorithmus auf F' aus F hervorgeht.

while F' enthélt einen Existenzquantor do
begin
F habe die Form Vy; ...Vy,32G fiir eine Formel G in BPF und n > 0 (n = 0 bedeutet,
dass der Allquantorblock leer ist); es sei f ein neues, n-stelliges Funktionssymbol, das in

F' nicht vorkommt;
Fl'=Vy1.. . YyaGlz/f(y1,- - yn)]

end

Beispiel:
JrVyIzFuVoIwP(z,y, 2, u, v, W)
Vy3zIuVvIwP(a,y, z, u, v, w)
YyFuVv3wP(a,y, f(y),u, v, w)
VyvuIwP(a,y, f(y), 9(y), v, w)
VyvuP(a,y, f(y), 9(y), v, h(y,v))

Satz 2.2.6
Fiir jede Formel F' in BPF gilt:

F ist erfiillbar genau dann, wenn die Skolemform von F' erfiillbar ist.

Beweis:

Ist F' =Vy;...Vy,32zG mit G in BPF und entsteht in der while-Schleife die Formel

F/ = Vyl .. VynG[z/f(yl, v ,yn)]a

SO zeigen wir:
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F erfiillbar gdw. F’ erfiillbar.
Iteration liefert Resultat.

»= Es sei A ein Modell von F, d.h.

Ay ... Vy,32G) =1

Daher gilt: Zu wuq,...,u, € Ua existiert ein v € Uy mit

Alys fur).fyn fun]2/2) (G) =1

Ist L die Sprache von F', so erweitere L durch n-stelliges Funktionszeichen f.

L’ sei die erweiterte Sprache. Erweitere die Struktur A durch Hinzunahme der Funktion
fA U - Ua
definiert durch: Sind w1, ..., u, € Us = Uy, so sei fA (ug,...,u,) = v, wobei
CApys /).y funllz ) (G) = 1

(*) ergibt:

! _
Al fus)w g frun] [/ (1)) (G = 1

Nach Uberfithrungssatz ist (*) dquivalent zu:

A,[yl/uﬂ...[yn/un}(G[Z/fA/ (ylv s 7yn)]) =1

Somit: Fiir alle uy, ..., u, € Uy gilt:

A,[yl/uﬂ...[yn/un] (G[Z/fA/ (yla s ,yn)]) =1

Folglich A'(Vy1 ... YynGlz/f(y1,...,yn)]) =1
»<="“ Es gelte:

A/(vyl . .- vﬁynG[Z/f(ylv . 7yn)]) =1

Dann gilt: Fiir alle uq, ..., u, € Uy gilt:

Ay ur]mjun) (Gl F (Y1 y)]) = 1

Nach Uberfithrungssatz: Fiir alle uy, ..., u, € Ug gilt
!/ —
Atys fusleclun funl 784 (at i) () = 1

Dies ist dquivalent zu:
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A Vyy .. . Vy,32G) =1

Bemerkung:

Sind y1, . .., yn alle freien Variablen von F, so gilt:

F erfiillbar gdw. dy; ... 3y, F erfiillbar

Umwandlung einer Formel in eine Klauselmenge

Gegeben sei F' mit freien Variablen yi,...,y, (n = 0 zugelassen)

1. Schritt Bringe F' durch gebundene Umbenennung in bereingte Form. Man erhélt Fj.

2. Schritt Sind y1,...,y, die freien Variablen von Fj, so ersetze yi,...,y, durch paarweise
verschiedene, neue Konstanten. Man erhélt due erfiillbarkeitsdquivalente Formel Fb.

3. Schritt Erstelle zu F5 eine dquivalente Formel F3 in pranexer Normalform.
4. Schritt Eliminiere die Existenzquantoren von F3 durch Ubergang zur Skolemform Fj.
5. Schritt Schreibe die Matrix von Fy in KNF und schreibe diese Formel Fj als Klauselmenge.

Bemerkung: Ist F' = Vy; ...Vy,G eine Formel in Skolemform, G quantorenfrei und in KNF,
so gilt: Ist F erfiillbar, so auch G.

Beweis:

Sei A ein Modell von F. Wihle ay,...,a, € Ug aus. Wegen A(Vy; ...Vy,G) = 1, gilt:

A[yl/al]---[yn/an}(G) =1,
d.h.
‘A[yl/al]---[yn/an] FG

Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.
Betrachte F' = Ve(c # c)

F ist unerfiillbar. Aber ist A eine Struktur und hat U4 mindestens 2 Elemente, so ist A ein
Modell von x # c.

Beispiel:

F= ("VZL‘P(.%, Z) A ElyQ(xv f(y))) \ va(g(ya l’), Z)
1. Schritt

By = (=VuP(u, 2) A JyQ(z, f(y))) vV VoQ(f (v, x), 2)
2. Schritt

= (_'vup(uv a) A ayQ(bv f(y))) \ VUQ(Q(’U, b)v a)
3. Schritt

Fy = Judyvu((=P(u,a) AQ(b, f(y)) V Q(g(v,b),a))
4. Schritt

Fy = VU((—\P(C, a) A Q(ba f(d))) \ Q(g(v, b)? a))
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5. Schritt
Fy = Yo(=P(e,a) V Q(9(v,b),a)) A Qb, £(d) V Q(g(v,b), )))
6. Schritt
Fg = {{=P(c,a),Q(g(v),b),a)},{Q(b, f(d)), Q(g(v,b),a)}}

2.3 Herbrand-Expansion

Es sei F' eine Aussage (ohne freie Variablen). Enthélt F' keine Konstante, so erweitere die
Sprache L von F' um eine Konstante a. Ist F' in Skolemform, so definiere rekursiv eine Menge
D™(F) von Termen:

Do (F) = Menge aller Konstanten in F' ,falls F' eine Konstante enthalt
{a} ,sonst.

Es sei D™(F') bereits definiert.
DY F) = D™(F)U{f(t1,...,t;)}: f kommt in F vor und t1,...,t, € D"(F).

D(F) = | {D™(F) :n >0}

Herband-Universum von F'

Beispiel:

1. F =VaVyVzP(z, f(y),9(z, 7))
F enthilt keine Konstante
D(F) = {a}

D(F) ={a, f(a), 9(a,a), f(f(a)), f(g(a, a)), f(f(f(a)), 9(a, f(a)),g(f(a),a),g(f(a), f(a)),...

2. G =VaVyQ(c, f(x), h(y,b))
D(G) ={b,c, f(b), f(c), h(b, b), h(b, ¢), h(c,b), h(c, c), f(f (b)), f(f(c)), f(h(b,D)), ...}
Definition 2.3.1 (Herbrand-Struktur)
Es sei F' eine Ausssage in Skolemform.

Die Herbrand-Struktur A sei definiert durch

1. Uy := D(F)

2. Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol, das in F' vorkommt und sind ti,...,t, € D(F), so
sei fA(t, ... tn) == flt1, ..., tn).

Definition 2.3.2
Ist F' eine Aussage in Skolemform, so heifit eine Struktur A ein Herbrand-Modell von F,
falls A ein Herbrand-Struktur ist mit

AEF
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Satz 2.3.1
Ist F' eine Aussage in Skolemform ohne Gleichheitszeichen, so ist F' genau dann erfiillbar, wenn
F ein Herbrand-Modell besitzt.

Beweis:
»<=" klar!

»,= Es sei A ein Modell von F. Gesucht ist ein Herbrand-Modell B von F. Es sei U := D(F)
das Universum von B.

e Ist f ein n-stelliges Funktionssymbol, das in F' vorkommt und sind t1,...,t, € D(F), so
ist

BOf, o tn) = f(tr, .. t)

e Ist P ein n-stelliges Pradikatssymbol das in F vorkommt und sind ¢4, ..., t, € D(F), so sei

(t1,...,tn) € PP gdw. pf(A(t1),..., A(t,)) € PA

Behauptung: B = F

Es habe I’ die Gestalt
F= \V/yl .. VynG,

G quantorenfrei. Wir beweisen die Behauptung iiber die Anzahl n der Quantoren.
Induktionsanfang n=0

F' hat keinen Allquantor.

Zunichst sei F' = P(t1,...,tx). Nach Vorraussetzung gilt A(P(t1,...,tx)) = 1.
Ferner gilt nach Konstruktion von B:

B(P(ty,...,tx)) =1

gdw. PA(A(t1),..., A(ty)) =1

gdw. A(P(t1,...,t;)) =1

Ist F' eine boolsche Kombination von atomaren Formeln, so fithre einen Induktionsbeweis iiber
den aussagenlogischen Aufbau von F.

Induktionsschluss

Es sei F =VaH, H in Skolemform und H hat n — 1 Allquantoren. Nach Vorraussetzung gilt:
A VoH, dh. fir alle d € Uy gilt: Ajy/q(H) =1 ().

Nun sei t € D(F)

Fiir d := A(t) gilt nach (x)
Alz/A)](H) = 1.

Nach Uberfithrungssatz gilt
A(H[z/t]) = 1.

Nach Induktionsvorraussetzung gilt: B(H[z/t]) = 1.
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Nach Uberfiithrungssatz
Bia/sw)(H) = 1.
Wegen B(t) =t folgt
B[x/t](H) =1

Insgesamt gilt: By, /q(H) = 1 fiir alle t € D(F). Folglich: B(VzH) = 1.

Korollar 2.3.1 (Léwenheim-Skolem)
Jede erfiillbare Formel ohne Gleichheitszeichen besitzt ein Modell mit einem abzédhlbaren Uni-
versum.

Bemerkung

Die Ausssage
F:=24+3=1+4

ist im Standarmodell N der natiirlichen Zahlen wahr.

Ist B die Herbrand-Struktur von F', so gilt F' nicht in B, denn die Terme 2 + 3,1 4+ 4 sind
verschiedene.

Definition 2.3.3 (Herbrand-Expansion)
Es sei F =Yy,...Vy, F* eine Aussage in Skolemform. Die Menge

E(F) ={F"lyr/tallyz/ta] - - lyn/taltr, - - tn € D(F)}

heifit Herbrand-Expansion.

Beispiel

FZWszP(w f), 9y, 2))
F* = P(z, f(y),9(y,2))
Pz, f(y): 9(y, 2))[z/ally/ f(a)l[z/g(a, a)] Pla, f(f(a)), 9(f(a), 9(a,a)))

Definition 2.3.4

Es sei F'* eine quantorenfreie Formel ohne Gleichheitszeichen. Nun ersetzen wir jedes Vor-
kommen einer atomaren Teilformel von F™* durch eine Aussagenvariable, wobei gleich atomare
Teilformeln durch gleiche Aussagenvariablen und verschiedene atomare Teilformeln durch ver-
schiedene Aussagenvariablen ersetzt werden. Diese aussagenlogische Formel wird mit A(F™)
bezeichnet.

FEP(f(x),9(z,y)) vV -Q(z, h(z))
A(F*) =AgV Ay
Lemma 2.3.1
Ist F™* eine Aussage der Préadikatenlogik, besitzt F* keinen Quantor und enthélt F™* nicht das

Gleichheitssymbol, so ist F* genau dann erfiillbar, wenn A(F*) im aussagenlogischen Sinne
erfiillbar ist.
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Beweis:

»,= Es sei A ein Modell von F*. Ist der atomare Formel P(t1,...,t,) in F* die Aussagenva-
riable A; zugeordnet, so setze

A(A1) =1 <pr A(P(t11,...,t,)) = 1.
Nach Konstruktion erfiillt © die Formel A(F™).
,<* Es sei O eine Belegung, die A(F™) wahr macht.
Idee: Herbrand-Modell B.
Ui := D(F*)
fB (siche Konstruktion Herbrand-Struktur)
Das n-stellige Priadikat P komme in F' vor. Ferner seien t1,...,t, € D(F™).

PB(ty,... tn) gdw.prO(A4;) = 1, wobei A; der Form P(ty,...,t,) zugeordnet ist. Nach Kon-
struktion A(F™*) = 1.

Bemerkung:

Satz wird falsch, falls Gleicheitszeichen zugelassen.

F* = P(a) A=P(b) A (a = b)

F* unerfiillbar.

A(F*) = Ag A AL N Ay

ist erfiillbar.

Satz 2.3.2 (Godel, Herbrand, Skolem)
Eine Aussage F' in Skolemform ohne Gleichheitszeichen ist genau dann erfiillbar, wenn E(F)
im aussagenlogischen Sinne erfiillbar ist.

Beweis:
Satz 2.3.1 besagt: F' erfiillbar gdw. F' ein Herbrand-Modell besitzt.

Es reicht aus zu zeigen: F' besitzt Herbrand-Modell von A geanu dann, wenn E(F') im aussa-
genlogischen Sinne erfiillbar ist.

Es sei F =Vy; ... Vy, F™.
Dann A ist ein Herbrand-Modell von F' genau dann, wenn fiir alle t1,...,t, € D(F) gilt

A[yl/tl]m[yn/tn](F*) =1
gdw. (Uberfithrungssatz) fiir alle ¢q,...t, € D(F) gilt
A(F*[yr/t1] .- [yn/ta]) = 1

gdw. fiir alle G € E(F) gilt
AG) =1
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gdw. fiir alle G € E(F) gilt
O(G) =1

gdw. E(F) im aussagenlogischen Sinne erfiillbar

Korollar 2.3.2 (Herbrand)

Ist F' eine Aussage in Skolemform ohne Gleichheitszeichen, so ist F' unerfiillbar genau dann,
wenn endlich viele Formeln der Herbrand-Expansion E(F') existieren, die im aussagenlogischen
Sinne unerfiillbar sind.

Beweis: Kompaktheitssatz

Definition 2.3.5
Ist U eine nichtleere Menge und P C U, so heifit (P,U) ein Entscheidungsproblem. Ist
x € U, so entscheide, ob = € P.

Ein Entscheidungsverfahren fiir (P,U) ist ein Algorithmus, der angesetzt auf ein x € U
nach endlich vielen Schritten stoppt und die Frage x € P mit ja oder nein beantwortet. Ein
Semi-Entscheidungsverfahren fiir (P, U) ist ein Algorithmus der angesetzt auf x € U genau
dann, nach endlich vielen Schritten, stoppt, wenn er die Frage x € P mit ja beantwortet.

2.3.1 Unerfullbarkeitstest von Gilmore

Eingabe: Eine priadikatenlogische Aussage F' in Skolemform ohne Gleichheitszeichen.
Es sei F1, Fy, F3, ... eine beliebige Aufzéhlung von E(F).

repeat n:=n-+1

until (Fy A--- A F,) ist unerfiillbar (Wahrheitstafelverfahren)

Gib ,unerfiillbar* und stopp.

Ist L eine Sprache der Priadikatenlogik ohne Gleichheitszeichen, U die Menge der Aussagen in L
in Skolemform, so sei P die Menge der unerfiillbaren Formeln von U. Es ist (P, U) ein Entschei-
dungsproblem. Der Gilmore-Test ist ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir die Unerfiillbarkeit
einer Formel.

34



3 Pradikatenlogische Resolution

Definition 3.0.6
Sind y1,...,yn Variablen und sind ti,...,t, variablenfreie Terme, so heifit eine Substitution,
die die Variablen vy, ...,y, durch t1,...,t, ersetzt, eine Grundsubstitution.

Ist F = Vy1,...,Yy, F"* eine Aussage in Skolemform, so sind die Substitutionen, die in E(F)
vorkommen, Grundsubstitutionen. Es heiit F*[y; /t1] ... [yn/tn] Grundinstanz von F*. Geht
G aus F' durch Substitution der Variablen von F' durch Terme hervor, die nicht notwendiger-
weise variablenfrei sind, so heifit G eine Instanz von F'.

Es sei F = Vy;...Vy,F* Aussage in Skloemform ohne Gleichheitszeichen.
Ferner sei Fy, Fy, F3, ... eine Aufzihlung von E(F).

3.1 Grundresolutionsalgorithmen

Eingabe: F' Aussage in Skolemform ohne Gleicheitszeichen, F' = Vy; ... Vy, F*, F* Matrix
von F in KNF. i:=0, M =0

repeat i :=i+ 1, M = M N{F;}, M = Res*(M)
until e M

Gib ,unerfiillbar* aus und stopp.

Beispiel:

F = Ya(P(x) A ~P(f(2))

D(F) = {a, f(a), [(f(a)), f*(a),...}

Matrix von F: P(x) A =P(f(z))

Klauselform: {{P(x)},{-P(f(x))}}

E(F) = {P(a) A\=P(f(a)),P(f(a)) A=P(f*(a)),...}

Fy = P(a) A=P(f(a))
Fy = P(f(a)) AN=P(f(f(a)))

Klauselform

{{P(@)}. {=P(f()}}, {P(f(a)}, {~P(f*(a))}} }

Daraus ldsst sich die leere Klausel resolvieren, damit ist die Formel unerfiillbar.
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Klauseln in F™* {P(z)} —P(f(z))
Grundsubstitution [2/f(a)] [z/a]
Grundinstanzen {P(f(a))} {=P(f(a))}
O

Beispiel:
F =Vavy((-P(x) V =P(f(a)) vV Qy)) A P(y) A (—P(y(b,z)) V =Q(b)))
F* = {{=P(z),~P(f(a), Q) }, {P(y)}, {~P(g(b,x)), ~Q(b) } }

Satz 3.1.1 (Grundresolutionssatz)

Ist F' = VYy;...Vy,I'* eine Aussage in Skolemform ohne Gleichheitszeichen und einer Matrix
F* in KNF, so ist F' genau dann unerfiillbar, wenn es eine Folge K1, Ko, ..., K, gibt, mit
folgenden Eigenschaften:

1. K,, ist die leere Klausel

2. Entweder ist K; eine Grundinstanz einer Klausel K € F*, d.h.

Ki=Klyi/t1] ... [yn/tn]

fiir geeignete t1, . .., t, € D(F') oder K; ist eine aussagenlogische Resolvente zweier Klau-
seln K;, Ks mitl,s e Nund [, s < i.

Definition 3.1.1
Ein Literal einer préadikatenlogischen Formel in KNF ist eine atomare Formel oder die Negation
einer atomaren Formel.

Definition 3.1.2
1. Die Ersetzung von Variablen durch Terme nennt man Substitution.
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2. Sind t,ty,...,t, Terme und yi,...,y, Variablen und ist sub = [y1/t1]...[yn/tn], so sei
t sub derjenige Term, der durch Anwendung der Substitution sub auf den Term t aus t

hervorgeht.
3. Es sei L = {Ly,...,L,} eine Menge pridikatenlogischer Literale. Ferner sei sub eine
Substitution. sub heifit Unifikation von L, falls L1 sub=--- = L, sub.

Man schreibt: | sub| = 1. Man sagt: sub unifiziert L

4. Ein Unifikator sub von L heiflt allgemeinster Unifikator von L, falls zu jedem Unifi-
kator sub’ von IL eine Substitution s existiert mit sub’ = sub s

[sub s heiBt: erst sub dann s]

Satz 3.1.2 (Unifikationssatz)
Jede Menge von Literalen besitzt einen allgemeinsten Unifikator.

Beweis:
Unifikationsalgorithmus

Eingabe: Eine nichtleere Literalmenge L sub := [ ] (leere Substitution)
while |L sub| > 1 do
begin

Durchsuche die Literale in I sub von links nach rechts, bis die erste Position gefunden ist, wo
sich mindestens zwei Literale, sagen wir L; und Lo, in den vorkommenden Zeichen unterschei-
den.

if keines der Zeichen ist eine Variable then
stoppe mit der Ausgabe , nicht unifizierbar*
else

begin

Sei z die Variable und ¢ sei der im anderen Literal beginnende Term;
if x kommt in ¢t vor then

stoppe mit der Ausgabe ,nicht unifizierbar*
else sub := sub [x/t]

end

end

Ausgabe: sub ist allgemeinster Unifikator.
Korrektheit des Unifikationsalgorithmus

Wirft der Algorithmus ,,nicht unifizierbar“ aus, so stoppt. Anderenfalls wird in der while-
Schleife eine Variable xz aus L sub ersetzt durch einen Term ¢, der x nicht enthilt. Daher
durchlauft der Algorithmus die while-Schleife hochstens sooft, wie Variablen in I vorkommen.
Also stoppt der Algorithmus.
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Ist L nicht unifizierbar, so kann der Algorithmus nicht erfolgreich durchlaufen werden,
somit stoppt er mit der Ausgabe ,,nicht unifizierbar*

Nun stoppe der Algorithmus mit der Ausgabe ,,nicht unifizierbar®.

. Fall Keines der Zeichen ist eine Variable. Dann sind es Terme der Art f(t1,...,t,), g(t5, ..., 1)),
die natiirlich nicht unifizierbar sind.

. Fall Das eine Zeichen ist ein Variable x und das andere Zeichen ist der Beginn eines Terms ¢,
der x enthilt und verschieden von z ist.

Es sei s irgendein Term. Dann gilt: z[z/s] # t[x/s], d.h. s # t[z/s]

Behauptung:
Ist IL unifizierbar, so liefert der Algorithmus einen allgemeinsten Unifikator von L.

Da IL unifizierbar, wird der Algorithmus erfolgreich beendet. Er moge die Substitution sub
produzieren.

Nach dem ¢-ten while-Schleifendurchlauf sie die Substitution sub; produziert.
Behauptung:

Ist IL unifizierbar, so gilt fiir jedes 4: Ist sub’ ein Unifikator fiir I, so existiert eine Substitution
s; mit
sub = sub; s;.

Wird der letzte Schleifendurchlauf erfolgreich beendet, so ist sub = sub;.
Induktionsbeweis iiber i

i=0

Es ist subg = [ | und sub’ = [ | sub’ = suby sub/

i>0

Nach Induktionsvoraussetzung existiert Substitution s;_; mit

(1)  sub' = sub;_1 s;_1

Ist |L sub;—1| = 1, so fertig.

Daher sei |L sub;_1| > 1. Der Algorithmus ersetzt eine Variable = durch einen Term ¢, der z
nicht enthélt. Wegen (1) ist
(2) xsim1=1si-1,

denn sub’ unifiziert L. Andererseits liefert der Algorithmus

(3)  sub; = sub—1 [x/t]

sub; s; @ sub;_1[z/t] s;

= sub;—1 s;[x/t s;| = wird in s; nicht ersetzt
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= sub;—1 s;[x/t s;—1] = kommt in ¢ nicht vor

2
(——) S’U,bi_l S,[J}/LL’ 31‘—1] t S;—1 =T Si—1

= subj_1 $j_1 = sub

s; ist eine Restriktion von s;_1 derart, dass x durch s; nicht ersetzt wird. Alle anderen Substi-
tutionen bleiben.

Beispiel

L= {_‘P(f(t7g(a7y))7 h(z))vnegp(f(f(u7v)7 w)? h(f(a7 b)))}

1. Schritt

Subst [z/ f(u,v)]

2.Schritt

~P(f(f(u,v)),9(a,y)), h(f(u,v)))
—\P(f(f(u, U)? U)), h(f(a7 b))
[/ f (u, v)][w/g(a, y)]

3. Schritt

~P(f(f(u,v),9(a,y)), h(f(u,v)))
ﬁP(f(f(“:”)?Q(aay))v h(f(av b)))

[2/ f (u, 0)][w/g(a, y)][u/a]

4. Schritt

~P(f(f(a,v),9(a,y)), h(f(a,v)))
~P(f(f(a,v),9(a,y)), h(f(a,b)))
[2/ £ (u, v)][w/g(a, y)][u/a][v/0]

5. Schritt
—P(f(f(a,b),9(a,y)), h(f(a,b)))

_'P(f(f<a7 b)7g(a7y))v h(f(av b)))

sub = [z/ f(u, v)][w/g(a, y)][u/a][v/0]
ist allgemeinster Unifikator
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Definition 3.1.3 (Pridikatenlogische Resolution)
Es seien K1, Ko und R prédikatenlogische Klauseln. Es ist R eine pradikatenlogische Resolution
von K1 und K, falls folgendes gilt:

1. Es existieren Substitutionen si,s2, so dass K1 s1, Ko so keine gemeinsamen Variablen
haben.

2. Es existiert eine Menge {L1,..., Ly} mit Ly,...,L, € K1 s1 (m > 1) und es existiert
eine Menge von Literalen L', ..., L, € Ky sy (n > 1) derart, dass

L={Ly,...,Lp, LY,..., L}
unifizierbar ist.
3. Es existiert ein allgemeinster Unifikator sub derart, dass
R=Kj s1\{L1,..., L} UKy so\{L},...,L}) sub
Fiir diesen Sachverhalt schreibe:
Beispiel:

Definition 3.1.4
Es sei F' eine pradikatenlogische Klauselmenge. Dann sei

1. Res(F) = FU{R: R ist prddikatenlogischer Resolvent zweier Klauseln K1, Ko € F'}
2. Res®(F)=F
Resln + 1(F) = Res(Res"(F))
R* :=|J{Res"(F) :n € N}
Aus der Definition folgt:

Lemma 3.1.1
Es ist O € Res*(F') genau dann, wenn eine endliche Folge (K1,. .., K,) von Klauseln existiert,
so dass gilt:

1. K, =0

2. Entweder ist K; € F' oder es existieren Klauseln K, K mit a,b € N und a,b < i, so dass
K; ein pradikatenlogischer Resolvent von K, , Kj ist.

Man sagt: (K,...,K,) ist eine Resolutionsherleitung von [J.

Definition 3.1.5
Ist F' eine Formel, so bezeichne Sk(F') eine Skolemform von F' mit einer Matrix F* in KNF
und KI(F') bezeichne die Klauselmenge von F*
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Definition 3.1.6
Ist T' eine Menge von Formeln, so heilt F' aus I' herleitbar, geschrieben I'| — F', falls die
Formeln Fi,..., F, € ' existieren mit

O € Res"(KI(Fy N--- NF, AN—F))

Fi,...,Fp| - F

gdw. Fi A --- AN F,, — F allgemeingiiltig.

gdw. F1 A --- A F, A =F unerfiillbar

gdw O € Res*(KI(Fi1 A --- N Fpy A=)

Beispiel I = {VaVy(P(z,y,c) — R(y,9(f(2)))), VaVyP(f(x),y,c)}
['= {VaVy(=P(z,y,c) vV R(y, 9(f(2)))),YVaVyP(f(x),y,c)}
Frage: T| - 03y R(f(2),9(v)) ?

Setze

Fy = VaVy(-P(z,y,c) vV R(y, g(f(x)))

Fy :=VaVyP(f(z),y,c)

~F = VaVy-R(f(x), 9(y))

O € Res*(KI(Fy AN Fa N—F)) ?

K1 = {=P(z,y,0), R(y,9(f(2)))}

Ky ={P(f(z),y,0)}

K3 = -R(f(x),9(y))}

O € Res* (K, Ko, K3) 7

{=P(z,y,c), R(y, 9(f(x)))} {-R(f(x),9(y))}

Ky = Ki[z/u]ly/v]

{=P(u,v,¢), R(v, g(f(u))} {=R(f(x),9(y))}

Allgemeiner Unifikator

suby = [v/f(2)][y/f(u)]

Ky = {-P(u, f(z),c)} Resolvente

{P(f(x),y,0)} {~P(u, f(z),0)}

K} = Koz /7]

[P((2),9,0)} {~P(u, f(2),0)}

Allgemeinster Unifikator

suby = [u/f(2)][y/f(z)]

{P(f(2), f(x), )} {=P(f(2), f(x),0)}

Setze sub := subjsuby. Dann ist R(f(z),g(y))sub= R(f(x),g9(f(f(2))))
Man kann zeigen: I'| — R(f(x), g(f(f(2))))
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Fiir das Existenzproblem I'| — 323y R(f(x), g(y)) hat man = sub und y sub als Losungsschar,
d.h. ,z und f(f(2))“ Ist zB. z =z = ¢ so gilt I'| — R(f(c),g(f(f(c))))

Lemma 3.1.2 (Lifting-Lemma)

Es seien K1, Ko zwei préidikatenlogische Klauseln und K, K} Grundinstanzen von K1, Ko, so
dass K|, K}, resolvierbar im aussagenlogischen Sinne sind. Nun sei R’ ein aussagenlogischer
Resolvent von K{ und K. Dann sind K1, Ky prédikatenlogisch resolvierbar und es existiert
ein prédikatenlogischer Resolvent R von Ky und Ky derart, dass R’ eine Grundinstanz von R
ist.

Beweis

Es seien s1, so Variablenumbenennungen, so dass Var(Kisi1) N Var(Kase) = 0. Es sind nach
Voraussetzung K1, K5 Grundinstanzen von Ki, K. Somit sind auch K7, K} Grundinstanzen
von Kis1, Koso. Es seien subq, suby Grundsubstitution mit

K| = Kisysuby, K = Kasasubs.
Da subq, suby Grundsubstitutionen sind, ist auch
sub := subysuby
eine Grundsubstitution.

Es gilt

1. K} = Kys1sub, K = Kososub

Es sei R’ ein aussagenlogischer Resolvent von K7, K3. Dann existiert ein Literal L € K
mit L € Ky und R’ = (K;\{L}) U (K3\{L}).

Das Literal L gehe aus den Literalen Ly, ..., L, € Kis1 unter Anwendung von sub her-
vor. Dann existieren Literale L), ..., L], € Kaso, so dass das Literal L durch Anwendung
von sub auf Li,..., L] hervorgeht, d.h.

L=1L)sub=---= 1L sub.

Daher unifiziert sub die Menge

!/

L:={Li,...,Lm,Ly,...,L,}
Ist subg der allgemeinste Unifikator von L, so sei
R = ((Kisi\{L1, ..., Lin}) U (K252\{L1, ..., Ly, }))subo

Da subg allgemeinster Unifikator ist, existiert eine Substitution s mit sub = suby s. Da
sub eine Grundsubstitution ist, ist s eine Grundsubstitution. Es gilt

R = (K1\{L}) U (K3\{L})
= (K1s1sub\{L}) U (Kasasub\{L})
= ((Klsl\{Lla RN Lm}) U (KQSQ\{L/I, - ,L;n}))sub

= ((K1s1\{L1, ..., Lim}) U (Kaso\{L}, ..., L.,}))subys
= Rs

Da s Grundsubtitution ist R Grundinstanz.
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Satz 3.1.3 (Resolutionssatz der Priadikatenlogik)

Es sei F' eine Aussage in Skolemform ohne Gleichheitszeichen, mit Matrix F* in KNF. Dazu
gilt: F' ist unerfiillbar genau dann, wenn O € Res*(KI(F)).

Beweis:

,<=" Korrektheit

Es gelte: O € Res*(KI(F)).

Ist H irgendeine Formel mit freien Variablen zi,...,z,, so heiflt Vx;...Vz,H der Allab-
schluss von H. Es gilt nach Satz 2.2.2

F= /\ VK
KeF*

Behauptung 1: Sind K7, K5 irgendwelche Klauseln und ist R ein Resolvent von K7 und Ko,
so folgt VR aus VK1,VK>; d.h.
VK1 ANVK9 — VR

ist allgemeingiiltig. Es sei A eine Struktur mit

AVK,) =1= A(VK>)

Zu Zeigen: A(VR) =1
Annahme: A(VR) =0

Durch geeignete Interpretation der freien Variablen von R existiert eine Struktur A’(R) = 0.
Es ist
R = (Klsl\{Lb . ,Lm}) U (KQSQ\{L/D ce 7L/n}) sub,

wobei sub der allgemeinste Unifikator von L = {L1, ..., Ly, L'1,..., L', } ist. Es ist

L:=Lisub=---= Ly,sub=L'1sub=---=L',sub

Ferner ist

(1) A'(Kys1sub\{L}) = 0 = A'(Kysosub\{L})
wegen A(VK;) =1 = A(VK>) ist

(2) A (Kys1sub) = 1 = A'(Kososub)
Folglich ist A'(L) =1 = A'(L)
Widerspruch!

Behauptung 2: F' ist unerfiillbar
Annahme: I ist erfiillbar.

Es sei A ein Modell von F'. Wegen
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gilt

AVK) =1
fiir alle K € F*. Nach Vorraussetzung 0 € Res*(KI(F)). Dann gilt: Res(R,R) = . Nach
Behauptung 1 gilt: A(VR) = 1 = A(VR). Sind irgendwelche Belegungen von R gegeben, so

erhélt man Modell A" mit A'(R) = 14'(R)

Widerspruch!
»=" Vollsténdigkeit
Es sei F' unerfiillbar. Nach Grundresolutionssatz existiert eine Folge (K1, ..., K, ) mit folgenden
Eigenschaften:
1. K/, =0

2. Entweder ist K/ eine Grundinstanz einer Klausel aus F* oder es existieren die Grund-
instanzen K, K mit a,b € N;a,b < 4, so dass K ein aussagenlogischer Resolvent von
K}, K;. Mit Hilfe des Liftinglemmas hebe diese aussagenlogische Resolutionsherleitung
in die Pradikatenlogik zuriick.
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4 Hornklauselprogramme

Definition 4.0.7
1. Eine Tatsachenklausel hat die Form {P}, wobei P ein Prédikatssymbol ist.

2. Eine Prozedurklausel hat die Form {P,—Q1,...,~Qy}, wobei P,Q1,...,Qy Pridika-
tensymbole sind

3. Ein Hornklauselprogramm oder Logik-Programm ist eine Menge von Tatsachen-
und Prozedurklauseln.

4. FEin Logik-Programm wird durch eine Zielklausel aufgerufen. Sie hat die Form
{=Q1,7Q2, ..., ~Qx}.

Eine SLD-Resolutionsherleitung! startet mit der Zielklausel, wéhlt eine Tatsachen- oder
Prozedurklausel an und resolviert. Der Resolvent ist die neue Zielklausel. Die fiir die Resol-
vierung notwendigen Substitutionen werden bei den Programmklauseln und nicht bei den
Zielklauseln vorgenommen.

Beispiel: (Addition)

r+0=zx
r+y = (z+y)

s (=successor) steht fiir die Nachfolgefunktion, d.h. statt 2’ schreibe s(x)

z+0==x
r+y=z—x+s(y) =s(z)
Leider = nicht zugelassen. A sei 3-stelliges Priadikat A(z,0,z). A(z,y,z) — Az, s(y), s(z)).

Klauseln

{A(,0,2)) |
{A(.%', S(y), S(Z), _‘A(.%', Y, Z)} }LOglkprogramm

{—A(s(s(s(0))), s(s(s(0)),u)} Zielklauseln

Ki= {-A(s(s(5(0))), s(s(s(0)),u) }
Ko= {A(z,0,2)}

K3= {A(J}, S(y)v S(Z))> _\A(.%, Y, z)}

Hinear resolution with selection function for definite clauses
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K4 = Res(K1, K3) = {=A(s(s(5(0))), 5(0), 2)} mit suby = [/s(s(s(s(0)))][y/s(0)][u/s(2)]
K5 = Res(Ky, Kz[2/2']) = {=A(5(s(5(0))), 0, 2") mit suby = [z/5(s(s(0)))][y/0][z/5(z")]

Kg = Res(K5, K1) = O mit subs = [2/s(s(s(0)))][2/s(s(s(s(0)))]
s(s(s(s(0))))) =5

~~  —

Antwort: u suby suby subs = s(z) suby subs = s(s(2')) subs = s
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